
Èåðàðõèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû îáñóäèëè îáùåå ïîíÿòèå âûñøèõ ñèììåòðèé è êàê èõ ìîæíî
èñêàòü ïî îïðåäåëåíèþ èëè ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïåðåéäåì òåïåðü
ê áîëåå òåõíîëîãè÷íîìó ìåòîäó îñíîâàííîìó íà ïðåäñòàâëåíèè íóëåâîé êðèâèçíû, íà
ïðèìåðå óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ut3 = u3 + 6uu1 (1)

(â äðóãîì ôðàãìåíòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà).

Ðàññìîòðèì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ ïàðû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ψxx = −(u+ λ)ψ, ψt = bψ + 2aψx.

Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì ψxt, äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå è çàìåíÿÿ ψxx èç ïåðâîãî:

ψxt = (bx − 2(u+ λ)a)ψ + (b+ 2ax)ψx.

Òåïåðü âû÷èñëÿåì ψxxt äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè:

ψxxt = (bxx − 2uxa− (u+ λ)(4ax + b))ψ + 2(bx + axx − (u+ λ)a)ψx

= −utψ − (u+ λ)(bψ + 2aψx).

Êîå-÷òî ñîêðàùàåòñÿ è êîýôôèöèåíòû ïðè ψ, ψx äàþò

axx + bx = 0, ut = −bxx + 4(u+ λ)ax + 2uxa.
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Èñêëþ÷àÿ b, ïîëó÷àåì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè â âèäå

ut = axxx + 4(u+ λ)ax + 2uxa. (2)

Ýòî îñíîâíàÿ ôîðìóëà, êîòîðàÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü b =
−ax íå òåðÿÿ îáùíîñòè. Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ íå âàæíà, òàê êàê â óðàâíåíèå äëÿ
ut îíà âñ¼ ðàâíî íå âõîäèò. Äëÿ ïîðÿäêà, å¼ ìîæíî ïðèáèòü ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà ψ̃ =
ec(t)ψ, òîãäà íàøè ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

ψxx = −(u+ λ)ψ, ψt = −axψ + 2aψx, ψxt = −(axx + 2(u+ λ)a)ψ + axψx.

Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû:

Ψx = UΨ, Ψt = VΨ ⇒ Ut − Vx = [V,U ],

ãäå

Ψ =

(
ψ
ψx

)
, U =

(
0 1

−u− λ 0

)
, V =

(
−ax 2a

−axx − 2(u+ λ)a ax

)
. (3)

Àëãîðèòì âûâîäà ñèììåòðèé. Èùåì a â âèäå ìíîãî÷ëåíà ïî λ, òî÷íåå, ïî −4λ
(òàê óäîáíåå):

a = a(n) = A0(−4λ)n +A1(−4λ)n−1 + · · ·+An.

Òîãäà ïîäñòàíîâêà â (2) äà¼ò òàêóþ ñèñòåìó:

λn+1 : 0 = A0,x,

λn−j : Aj+1,x = Aj,xxx + 4uAj,x + 2uxAj , j = 0, 1, . . . , n− 1,

λ0 : ut = An,xxx + 4uAn,x + 2uxAn = An+1,x.



Çäåñü An+1 ôèêòèâíûé êîýôôèöèåíò, ââåä¼ííûé äëÿ îäíîîáðàçèÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî âèä ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ Aj íå çàâèñèò îò n, òî åñòü, óäîáíî ñ÷èòàòü,
÷òî Aj îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ìû îáðûâàåì, ãäå õîòèì è
èñïîëüçóåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ut.

Ïîëîæèì A0 = 1/2, òîãäà A1,x = u1 è âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé

ut2n+1
= fn+1 = Rn(u1), R = D2

x + 4u+ 2u1D
−1
x , n = 0, 1, . . . (4)

Îïåðàòîð R íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðåêóðñèè. Åñëè âûáèðàòü ïîñòîÿííûå èíòåãðèðî-
âàíèÿ òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àëèñü ìíîãî÷ëåíû, îäíîðîäíûå îòíîñèòåëüíî âåñà
w(uj) = j + 2, òî âîçíèêàþò òàêèå óðàâíåíèÿ (ïîïðîáóéòå âîñïðîèçâåñòè èõ âðó÷íóþ äî
t5 èëè äàæå t7, ýòî íå òàê ñëîæíî):

ut1 = Dx(u) = u1,

ut3 = Dx(u2 + 3u2) = u3 + 6uu1,

ut5 = Dx(u4 + 10uu2 + 5u21 + 10u3),

ut7 = Dx(u6 + 14uu4 + 28u1u3 + 21u22 + 70u2u2 + 70uu21 + 35u4),

ut9 = Dx(u8 + 18uu6 + 54u1u5 + 114u2u4 + 69u23

+ 126u2u4 + 504uu1u3 + 378uu22 + 462u21u2

+ 420u3u2 + 630u2u21 + 126u5), . . .

(5)

Íà êîìïüþòåðå ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå âûïèñàííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äåéñòâè-
òåëüíî êîììóòèðóþò ñ Dt3 , òî åñòü, ìû ïîëó÷èëè âûñøèå ñèììåòðèè ÊäÔ (áîëåå òîãî,
âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîïàðíî êîììóòèðóþò).

Âñ¼ âðîäå áû õîðîøî, íî êîå-÷òî íåïîíÿòíî.



Âîïðîñû ê àëãîðèòìó

• Â ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ (4) ïðèõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàòü. Âåðíî ëè, ÷òî èíòå-
ãðàë âñåãäà áåð¼òñÿ, òî åñòü, ÷òî fn ∈ ImDx?

• Íàñêîëüêî âàæåí âûáîð êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ? Â ÷àñòíîñòè, ÷òî áóäåò, åñëè
áðàòü èõ çàâèñÿùèìè îò êàêèõ-òî âðåì¼í tk?

• Êàê äîêàçàòü â îáùåì âèäå, ÷òî ïîñòðîåííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîììóòèðóþò?

Îòâåòû

• Òàê êàê âèä óðàâíåíèé äëÿ Aj íå çàâèñèò îò ñòåïåíè n, ìîæíî ââåñòè äëÿ íèõ
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

a = A0 +A1/(−4λ) +A2/(−4λ)2 + . . . ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

axxx + 4(u+ λ)ax + 2uxa = 0. (6)

Ó íåãî èìååòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë (èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü 2a):

2aaxx − a2x + 4(u+ λ)a2 = 4λc−1 + c0 + c1/(−4λ) + . . . , (7)

îòêóäà âèäíî, ÷òî âñå An íàõîäÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêè. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòîò ïåð-
âûé èíòåãðàë åñòü â òî÷íîñòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû V , ïîñòðîåííîé ïî ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè a. Òàêàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Vx = [U, V ] è ïîñòîÿíñòâî detV
ñëåäóåò èç ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ:

(log detV )x = trVxV
−1 = tr(U − V UV −1) = 0 ⇒ (detV )x = 0.



• Êîýôôèöèåíòû cj èãðàþò ðîëü ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ëþáûå äâà ðåøåíèÿ
(â âèäå ðÿäîâ ïî λ−1) óðàâíåíèÿ (6) îòëè÷àþòñÿ ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì α0 +α1/λ+ . . .
íå çàâèñÿùèì îò x. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî åãî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå cj , êðîìå c−1, áûëè
ðàâíû 0, ÷òî îòâå÷àåò îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì (5).

Â ïðèíöèïå, cj ìîæíî áðàòü çàâèñÿùèìè îò âðåì¼í, íî ýòî íàðóøàåò êîììóòàòèâ-
íîñòü ïîòîêîâ. Ìû äîêàæåì å¼ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà cj íè îò ÷åãî íå çàâèñÿò.

• Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå ut = f(t, x, u, . . . , un). Åãî ñèììåòðèè uT = g(t, x, u, . . . , uN )
îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

(∂t +∇f − f∗)(g) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïåðàòîð R óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

[∂t +∇f − f∗, R] = 0,

òî îí ïåðåâîäèò ñèììåòðèþ â ñèììåòðèþ. Ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî
äëÿ f = u3 + 6uu1 è îïåðàòîðà R èç (4) ýòî óðàâíåíèå âûïîëíåíî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
[∂t, D

−1
x ] = 0, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ íå çàâèñÿò îò t.

Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ìîæíî äàòü àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî êîììóòàòèâíîñòè, îñíîâàííîå íà ïðî-
äîëæåíèè äèôôåðåíöèðîâàíèé íà êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè a (ñð. ñ àíà-
ëîãè÷íûì äîêàçàòåëüñòâîì â ôàéëå 07_NLS hierarchy.pdf).

• Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèþ (6) óäîâëåòâîðÿåò ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ψxx = −(u+ λ)ψ, òî åñòü

a = ψψ̃.

Ïðè ýòîì êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (7) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âðîíñêèàí
w = ψψ̃x − ψxψ̃.



• Äëÿ a ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ðÿä v(z), âîçíèêàþùèé ïðè
îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû:

a =
2z

v(−z)− v(z)
, v′ = −v2 − u− λ, λ = −z2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (7) ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ äëÿ v. Ýòî ëåãêî ñâÿçàòü
ñ ïðåäûäóùåé ôîðìóëîé, âñïîìíèâ, ÷òî v = ψx/ψ.

• Ïðîäîëæåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dt2+1
íà v è íà a îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè (èõ

íåñëîæíî âûâåñòè èç óðàâíåíèé äëÿ ψ)

Dt2n+1(v) = Dx

(
a(n)v − 1

2
Dx(a(n))

)
, Dt2n+1(a) = a(n)Dx(a)−Dx(a(n))a,

ãäå a(n) = A0(−4λ)n+A1(−4λ)n−1+ · · ·+An. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò òîæäåñòâî

Dt2n+1(Am+1) = A0Dx(An+m+1) + · · ·+AnDx(Am+1)

−Dx(A0)An+m+1 − · · · −Dx(An)Am+1.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî m,n, òî åñòü

Dt2n+1
(Am+1) = Dt2m+1

(An+1),

è òàê êàê ut2n+1
= Dx(An+1), ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî [Dt2n+1

, Dt2m+1
] = 0.


